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Einleitung. 


Wie Engel schon vor längerer Zeit in den Leipziger Berichten 
hervorgehoben hat, kann man den Bau der einfachen dreigliedrigen 
Gruppe sehr schön veranschaulichen, wenn man die infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe durch die Punkte einer zweidimen- 
sionalen Ebene darstellt und zudem in der Bildebene einen reellen 
oder imaginären Kegelschnitt annimmt. Die Kombination einer 
infinitesimalen Transformation mit allen infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe führt nur auf solche infinitesimale Trans- 
formationen, deren geometrische Bilder eine Gerade ausfüllen. 
Diese Gerade ist die Polare des Punktes, der die infinitesimale 
Transformation darstellt. Soll die Kombination zweier Punkte 
auf einen Punkt ihrer Verbindungslinie führen, so muß diese 
Gerade eine Tangente des Kegelschnittes sein. Der Berührungs- 
punkt der Tangente ist dann der Punkt, auf den die Kombination 
irgend zweier ihrer Punkte führt. Die Tangenten des Kegel- 
schnittes stellen daher die zweigliedrigen Untergruppen dar. Die 
Kombination zweier Punkte der Ebene führt nur dann auf einen 
Punkt des Kegelschnittes, wenn die beiden Punkte auf einer 
Tangente liegen. Eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation, 
d. h. eine Transformation, die mit allen andern vertauschbar ist, 
kann in der einfachen dreigliedrigen Gruppe nicht vorkommen. 

will man in gleicher Weise den Bau von Gruppen be- 
schreiben, für welche die Zahl der Parameter größer als vier ist, 
so verliert das geometrische Bild seine Anschaulichkeit. Trotzdem 
bietet die Fiktion mehrdimensionaler Räume auch in diesem Falle 
für die genaue Kenntnis des Baues der Gruppe gute Dienste. 
Dies möge in vorliegender Abhandlung an einer sechsgliedrigen 
Gruppe gezeigt werden. 
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Zwischen den infinitesimalen Transformationen: X,f, Xfh,... 
X,f sollen folgende Beziehungen bestehen: 
| RER; (X, %,) = X, 
(1): &%G)=—- %; UL)=— X 
| &%)=%; (X %)=X, 
(X. X.) = 0 fürı= 1,2,3; x =4,5,6. 

Diese sechs infinitesimalen Transformationen bestimmen eine 
sechsgliedrige Gruppe. Dieselbe ist zusammengesetzt aus zwei ein- 
fachen dreigliedrigen Gruppen, die durch X,, X,, X, und X,, X,, X, 
bestimmt sind. Deshalb wird diese sechsgliedrige Gruppe halb- 
einfach genannt. Jede halbeinfache sechsgliedrige Gruppe ist nach 
dem Typus dieser Gruppe gebaut. Die letzte Gleichung des 
Systems (1) zeigt an, daß jede Transformation einer der drei- 
gliedrigen Gruppen mit jeder Transformation der anderen drei- 
gliedrigen Gruppe vertauschbar ist. 

Man interpretiert die 00° infinitesimalen Transformationen 
der sechsgliedrigen Gruppe als Punkte eines fünffach ausgedehnten 
Raumes R,. Die Verhältnisse: 

N. Na: Ns: Na: 95° Ne 
in der Transformation InıX. stellen dann die homogenen Koor- 
ı—1 

dinaten des Punktes dar. Da zudem jede infinitesimale Trans- 
formation eine einzige in der Gruppe enthaltene eingliedrige Unter- 
gruppe bestimmt, so kann man auch sagen: Jeder Punkt des 
fünffach ausgedehnten Raumes stellt geometrisch eine eingliedrige 
Untergruppe dar. Ganz entsprechend stellen sich zwei-, drei-, 
vier-, fünfgliedrige Untergruppen dar als ein-, zwei-, drei-, vier- 
dimensionale Ebenen des R,. 

In dem R, liegen zwei Gebilde, die für den Bau der Gruppe 
charakteristisch sind: 

2) m?+ 20 nz = 0 
3) mM?+ 275 9 =. 

Jedes der beiden Gebilde ist eine Fläche zweiter Ordnung 

und zwar ein Kegelgebilde Da die Gleichung: 

m? + 29% 93 — 0 
die Variabeln n,, "75, 7 nicht enthält, so gehört der Fläche, falls 
der Punkt (mn, 72» Ns» 94 75, 976) ihr angehört, auch die drei- 
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dimensionale Ebene (m, 7, N3, Ya, N’, 6) an, für deren Punkte 
die Koordinaten n/,, n';, 7’, ganz beliebige Werte haben. Die 
Fläche wird daher erhalten, indem man jeden Punkt des Kegel- 
schnittes: 

4) nn = = =0; m’+ 29 N = 0 
mit der Ebene: , = m =; =0 durch eine dreidimensionale 
Ebene verbindet. 

Die zweidimensionale Ebene: , = nn, =n3 = 0 ist die sin- 
guläre Ebene des Gebildes. Jede Tangentialebene des Gebildes 
enthält eine der Fläche angehörende dreidimensionale Ebene und 
damit zugleich die zweidimensionale singuläre Ebene. Es gibt 
aber keine vierdimensionale Ebene, die der Fläche ganz an- 
gehört. 

Jede Tangentialebene der Fläche: 7,2 + 27, 73 = 0 schneidet 
die zweidimensionale Ebene: , =, =n = (0, die singuläre 
Ebene des Kegelgebildes: 7,2 + 27, 76 = 0 in einer Geraden, die 
Tangente des Kegelschnittes: 7,2? + 273 730 ist. Daher werden 
die Tangentialebenen der Fläche: n,? + 279 73 = 0 erhalten, 
indem man jede Tangente des Kegelschnittes (4) mit der singu- 
lären Ebene: 7, = 972 = 73 = 0 durch eine vierdimensionale 
Ebene verbindet. 

Die Pölarebene zu einem Punkte in Bezug auf den Kegel: 
12-4 29 93, = 0 enthält die singuläre Ebene: „= nn =1 = 0 
und schneidet die singuläre Ebene: „=, =n. =0 in einer 
(Geraden. Jede Polarebene hat zwei dreidimensionale Ebenen mit 
dem Kegel gemein, die allerdings auch imaginär sein können. 
Jeder Punkt des R, hat seine bestimmte Polarebene. Nur die 
Punkte der singulären Ebene: „, = 7 = 7 = 0 sind Pole zu 
jedem Punkte des Raumes. Umgekehrt kann man aber keiner 
vierdimensionalen Ebene einen bestimmten Punkt als Pol zuordnen. 
Diejenigen vierdimensionalen Ebenen, die die singuläre Ebene: 
11 Na >= Ns > 0 nicht ganz enthalten, können überhaupt keinern 
Punkte als Polarebenen zugeordnet werden. Zu einer vierdimen- 
sionalen Ebene E,, die de ,: „= %=1;3 = 0 ganz enthält, 
sind alle Punkte einer E, Pole. Eine solche E, kann die 
E,:74 = 25 = 9 > 0 nicht ganz enthalten, muß sie aber in einer 
Geraden schneiden. Bestimmt man nun zu dieser Geraden den 
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Pol in Bezug auf den Kegelschnitt: 7,2 + 2973 73 = 0 und ver- 

bindet den Pol mit der , : 7, = = 17, =0 durch eine drei- 

dimensionale Ebene, so ist jeder Punkt dieser E, Pol zu der E.. 
Dieselben Entwicklungen gelten für das Gebilde: 


N” + 27, 19 = 0. 
Dieser Kegel schneidet die singuläre Ebene des Kegels (2) 
in dem Kegelschnitte: 


5) men = =I9; n?+ 20 N: >. 

Die Polarebenen eines Punktes P des R, in Bezug auf beide 
Kegel schneiden sich in einer dreidimensionalen Ebene, falls P 
nicht auf einer der beiden singulären Ebenen liegt. Die Polar- 
ebene in Bezug auf den ersten Kegel enthält die singuläre Ebene 
des ersten Kegels ganz und schneidet die singuläre Ebene des 
zweiten Kegels in einer Geraden. Umgekehrt enthält die Polar- 
ebene in Bezug auf den zweiten Kegel die singuläre Ebene des 
zweiten Kegels ganz und schneidet die singuläre Ebene des ersten 
Kegels in einer Geraden. Die beiden Geraden in den singulären 
Ebenen bestimmen eine dreidimensionale Ebene, die beiden Polar- 
ebenen ganz angehört. Die beiden Polarebenen können aber 
keinen weiteren Punkt gemeinsam haben, da sie sonst ganz zu- 
sammenfallen müßten. Letzteres ist aber ausgeschlossen, weil 
keine vierdimensionale Ebene die beiden singulären Ebenen ganz 
enthalten kann. Zu jeder vierdimensionalen Ebene, die Polar- 
ebene in Bezug auf einen Kegel ist, sind alle Punkte einer E, Pole. 
Bestimmen wir zu den beiden Polarebenen des Punktes P in 
Bezug auf beide Kegel die beiden zugehörigen E,, so schneiden 
sich dieselben in einer Geraden, die durch P gehend beide sin- 
guläre Ebenen in einem Punkte schneidet. Die Punkte einer E,, 
die mit jeder singulären Ebene eine Gerade gemeinsam hat, sind 
zu allen Punkten einer Geraden, die jede singuläre Ebene schneidet, 
Pole in Bezug auf beide Kegel. 

Das Schnittgebilde der beiden Kegel besteht aus den 
Verbindungslinien aller Punkte des einen Kegelschnittes mit allen 
Punkten des andern Kegelschnittes. 

Die beiden Kegel bestimmen als Flächen zweiter Ordnung 
auch einen Flächenbüschel. Diese beiden Kegel sind die ein- 
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zigen Kegelgebilde, die dem Büschel angehören. Unter den eigent- 
lichen Flächen des Büschels ist, wie wir sehen werden, die Fläche 


(6) m? + 2m n3 — m? — 205 Ne = 0 
für den Bau der Gruppe von Wichtigkeit. Diese Fläche ent- 
hält das Schnittgebilde der beiden Kegel ganz in sich und hat 
mit den beiden singulären Ebenen die oft erwähnten Kegelschnitte 
gemeinsam. 

Der Hauptzweck der vorliegenden Abhandlung besteht darin, 
den Bau der sechsgliedrigen halbeinfachen Gruppe anzugeben. 
Zum Schlusse sollen aber noch zwei Gruppen genauer betrachtet 
werden, die den angegebenen Bau besitzen. Zugleich sei darauf 
hingewiesen, daß manche Resultate, die im folgenden mitgeteilt 
werden, unmittelbar aus den allgemeinen Theorien über den Bau 
der Gruppen hervorgehen, daß aber ein näheres Eingehen auf 
dieselben und die Angabe der betreffenden Literatur nicht nötig 
erschien. 
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Kombination einer festen infinitesimalen Transformation 
mit allen Transformationen der Gruppe. 


6 
Die Transformation 2n7.X. soll kurz mit (n) bezeichnet werden. 
—1 


Setzt man eine feste Transformation (7) mit allen beliebigen 
Transformationen (£) der Gruppe zum Klammerausdruck zu- 
sammen, so gelangt man nicht zu allen Transformationen der 
Gruppe. Die Kombination von (n) mit (£) führt auf (£), wenn ist: 
Go —- mnio=wf 
nı mo =wß 
no nı =wS 
GG - mo =wE, 
„u —m& w 8 
no — n am. 
Wie (£) auch gewählt sein mag, stets genügt (£) den Be- 
dingungen: 
(8) Tanzen 
nat tm mt. 


(7) 
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Wenn weder „=9%=n3 —=0, noch auch: , =, = 1 = 0 
ist, so sind die Gleichungen (8) der Ausdruck für die beiden Polar- 
ebenen des Punktes (7) in Bezug auf die beiden Kegel (2) und (3). 
Da die beiden Polarebenen nicht zusammenfallen können, so muß 
(£) stets auf einer E, liegen. Jeder Punkt dieser E, kann aber 
auch durch Kombination von (rn) mit allen Transformationen der 
Gruppe erreicht werden. Sind nämlich in der Gleichung (7) (n) 
und (£) fest gewählt, aber so, daß die Gleichungen (8) befriedigt 
werden, so läßt sich (£) stets so bestimmen, daß die Gleichun- 
gen (7) bestehen. Dabei sind noch zwei Willkürlichkeiten ge- 
stattet, indem man etwa Sı und er 

(5 4 

Ist aber etwa: = = 73 =0, d. h. liegt (n) auf der 
singulären Ebene des Kegels (2), so zeigen die Gleichungen (7), 
daß auch: 4 = & =&, = 0 sein muß. In diesem Falle muß (£) 
in einer Geraden der singulären Ebene liegen. Die zweite 
Gleichung (8) liefert den Ausdruck für diese Gerade. Jeder Punkt 
dieser Geraden kann aber auch durch Kombination der fest ge- 
wählten Transformation (0, 0, 0, 74, 975, 76) mit allen Trans- 
formationen der Gruppe erreicht werden. Wählt man den 
Punkt (£) so, daß er auf der Geraden liegt, so werden die drei 
ersten Gleichungen (7) steis erfüllt, welche Werte man {£,, (5, £&s 
auch geben mag, während man £,, £,, &, so bestimmen kann, 
daß auch die drei letzten Gleichungen (7) erfüllt werden. Dabei 
darf man noch das Verhältnis zweier der Koordinaten £,, 65, £&s 
willkürlich wählen. 

Die infinitesimalen Transformationen, zu denen die Kon- 
bination einer festen Transformation mit allen 'Transformationen 
der Gruppe führt, werden durch eine dreidimensionale Ebene ab- 
gebildet. Dieselbe bildet den Schnitt der Polarebenen zu dem 
Punkte, der die fest gewählte Transformation darstellt, in Bezug 
auf die beiden Kegel (2) und (3). Nur wenn die fest gewählte‘ 
Transformation durch einen Punkt, der auf einer singulären Ebene 
liegt, abgebildet wird, so füllen die infinitesimalen Transformationen, 
die durch Kombination erhalten werden, nur eine Gerade in der- 
selben singulären Ebene aus, nämlich die Polare des Punktes zu 
dem in dieser Ebene gelegenen Kegelschnitte. 


beliebig wählt. 
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Zweigliedrige Untergruppen mit vertauschbaren Elementen. 

Wenn X. und Xz zwei infinitesimale Transformationen dar- 
stellen, die einer zweigliedrigen Gruppe AUBENOEEN, so ist entweder: 

(XaX5) = 0 oder 
(Ka #Xa + AXB)=o (ka + AXB). 

Im ersten Falle bestimmen X, und Xg eine zweigliedrige 
Gruppe, die nur vertauschbare Elemente enthält. Jeder Punkt 
der Ebene: , = 972 = 23 = 0 ist mit jedem Punkte der 
Ebene: „, = 1 = 7 = 0 vertauschbar, wie aus der letzten 
Gleichung des Systems (1) unmittelbar hervorgeht. Daher stellt 
jede Gerade, die die beiden singulären Ebenen in einem Punkte 
trifft, eine zweigliedrige Gruppe mit vertauschbaren Elementen 
dar. Dieser Eigenschaft wegen mögen die Geraden, die beide 
singulären Ebenen treffen, vertauschbare Geraden und zwei Punkte 
auf einer solchen Geraden vertauschbare Punkte genannt werden. 
Durch jeden Punkt, der nicht in einer der singulären Ebenen 
liegt, läßt sich offenbar eine, aber auch nur eine Gerade legen, die 
beide singulären Ebenen trifft. Soll die Gerade: (7 + AZ.) unter 
der Annahme, daß weder: „=, =n7,—=0,noch: „=, = 1, =0 
ist, die Ebene: „, = ng = ns; = 0 treffen, so muß sein: 

mMimim—lı:l:l,. 

Ebenso folgt aus der Forderung, daß die Gerade mit der 
Ebene 7, =, =27s = 0 einen Punkt gemeinsam haben soll, die 
Beziehung: 

NEN: =: la: Ce: 

Jeder mit (n) vertauschbare Punkt hat daher die Koordinaten: 
N» Nas N9s ON, 0951 ON, Wo oe Jeden Wert annehmen kann. 

Für o=0 und o = 0 gehört der Punkt einer der singu- 
lären Ebenen an. Verbindet man jeden Punkt der einen singu- 
lären Ehene mit jedem der 00 ? Punkte der anderen singulären 
Ebene durch eine Gerade, so erhält man & * vertauschbare 
Geraden. Mithin enthält die sechsgliedrige halbeinfache Gruppe 
& * zweigliedrige Gruppen mit vertauschbaren Elementen. Jede 
infinitesimale Transformation der Gruppe ist in einer einzigen 
dieser zweigliedrigen Untergruppen enthalten. Nur die infinitesi- 
malen Transformationen, die durch einen Punkt auf einer der 
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singulären Ebenen abgebildet werden, sind in 00 ? zweigliedrigen 
Gruppen mit vertauschbaren Elementen enthalten. 

Sollen umgekehrt die Transformationen (7) und (£) mitein- 
ander vertauschbar sein, so müssen die Gleichungen (7) für = 0 
befriedigt werden. Liegt weder (n) noch (£) auf einer der 
singulären Ebenen, so können die Gleichungen nur bestehen, 
wenn ist: 

mM’m:nml:%:6- 
14:05:06 = Cu: 5: Ce. 

Gehört aber (n) etwa der singulären Ebene: n, =, = 13 = 0 
an, so können Z£,, £,, &; jeden beliebigen Wert haben, während 
für &,, Cs, &, bestehen bleibt: 

N: N: = la :6s: le. 

Setzt man also in den Gleichungen (7) ® = 0, so gelangt 
man zu denselben Resultaten über zweigliedrige Untergruppen 
mit vertauschbaren Elementen, die oben aus der Betrachtung der 
vertauschbaren Geraden hergeleitet wurden. 


8 3. 


Zweigliedrige ‚Untergruppen mit nicht vertauschbaren 
Elementen. 


Genügen zwei infinitesimale Transformationen Xa und Xg der 

Bedingung: 
Ka #%a + AXg)=0o(xXa + Xp), 

so gehören sie einer zweigliedrigen Gruppe an, in der: xXa + AXg 
Haupttransformation ist. Um alle zweigliedrigen Gruppen zu be- 
stimmen, denen eine infinitesimale Transformation (n) angehört, 
genügt es, die Haupttransformationen dieser Gruppen anzugeben. 
Ersetzt man in den Gleichungen (7) & durch £, so ist jeder Punkt (2), 
der die Gleichungen befriedigt, Haupttransformation einer zwei- 
gliedrigen Gruppe, der (n) angehört, falls nicht (£) ein mit (n) 
vertauschbarer Punkt ist. Damit aber die sechs linearen homo- 
genen Gleichungen in den Variabeln Z£,, £, . . &, bestehen können, 
muß sein: 
(9) (- wow! +o(m? + 29 0) (-w? + wo (m? + 295 N6)) = 0. 

Diese Gleichung, die charakteristische Gleichung der Gruppe 
genannt, hat immer wenigstens zwei verschwindende Wurzeln w. 
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Der Wert » = 0 lietert, wie im vorigen $ gezeigt ist, die mit (n) 
vertauschbaren Punkte. Gibt man in (7) » einen der Gleichung (9) 
entsprechenden nicht verschwindenden Wert, so läßt sich (£) so 
bestimmen, daß (n) und (£) einer zweigliedrigen Gruppe ange- 
hören, in der (£) Hauptelement ist. 

il. Die charakteristische Gleichung (9) hat vier nicht ver- ' 
schwindende Wurzeln, falls weder: 7,2 + 27% 7% = 0, noch 
74° + 2% Ne = 0 ist. Setzt man: 

I ee ee + Vn? + 2 3» 
= —y = +Vn?+ Ins Ne 
so ergibt sich für wx (x = 2, 3), falls nicht &, = o, ist: 

:la:l; = Mg N: : 92 (x — m) :— N (0x + m), 

| u = =d. 

Für die beiden Punkte (2) gelten die zwei Gleichungen: 

+. =0; 
a tm tn a = Id. 

Die beiden Punkte (£) liegen daher auf dem Kegelschnitte 
in der singulären Ebene, und zwar sind es die beiden Schnitt- 
punkte des Kegelschnittes mit der Polaren des Punktes, in dem 
die durch (n) gehende vertauschbare Gerade die singuläre Ebene trifft. 

Die den Werten w, und w, entsprechenden zwei Haupttransfor- 
mationen liegen auf dem Kegelschnitte (6) und zugleich auf 
der Polaren in Bezug auf diesen Kegelschnitt zu den Punkte 
(0, 0, 0, N 959 n6)- 

Es gehört mithin jede infinitesimale Transformation, die 
nicht durch einen Punkt der Kegel (2) oder (3) abgebildet wird, 
vier zweigliedrigen Untergruppen mit nicht vertauschbaren Ele- 
menten an. Die Haupttransformationen dieser zweigliedrigen 
Gruppen sind die Schnittpunkte der dreidimensionalen Polar- 
schnittebene zu (n) mit den beiden Kegelschnitten (4) und (5). 
Alle Punkte der vertauschbaren Geraden, die durch (n) geht, 
haben dieselbe dreidimensionale Polarschnittebene, und bestimmen 
daher auch dieselben vier Punkte (2) als Haupttransformationen zwei- 
gliedriger Gruppen, denen sie angehören. 

9. Es kann der Fall eintreten, daß die charakteristische 
Gleichung zwar vier nicht verschwindende Wurzeln hat, daß aber 
zwei Paare gleicher Wurzeln vorkommen. Ist nämlich: 
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+2 nn =m’+ 2% 16 +0, 
d. h. gehört (n) der Fläche (6) an, ohne auf dem Schnittgebilde 
der beiden Kegel zu liegen, so ist: 
0% = 0; DW — 0%. 

In diesem Falle ergeben sich aus (7) für (£) die Werte: 

Gb: = N: 292 (x — 9): — 73 (0x + m): 

4:6: = 0 n6 : 295 (x — 4): — Ne (x + N). 

(x = 2, 3.) 

Die Punkte (2) füllen, den zwei Werten von w entsprechend, 
zwei Gerade aus. Die Verbindungslinien von (7) mit jedem 
dieser Punkte (£) stellt eine zweigliedrige Untergruppe mit nicht 
vertauschbaren Elementen dar. 

Zieht man durch (n) die vertauschbare Gerade, so liegt auf 
ihr noch ein zweiter Punkt, der der Fläche (6) angehört, näm- 
lich der Punkt (n, 7 7,» — 7 — Ns» —- 96). Für diesen 
Punkt ergeben sich die Werte (£): 

Cı 26:05 = 29, 03:2 (x — m): — ns lo + m). 
4:5: = 25 N6: 5 (— Wr — m): — nl © + Ma). 

Die beiden Punkte : (m, 78, N3, # 74 # Ns, # 6) bestimmen 
vier Gerade, deren sämtliche Punkte Haupttransformationen zwei- 
gliedriger Untergruppen sind, denen einer der beiden Punkte (n) 
angehört. Diese vier Geraden bilden den Schnitt der dreidimen- 
sionalen Polarschnittebene zu (7) mit dem Schnitigebilde der beiden 
Kegel (2) und (3). Jede zweidimensionale Ebene, die man durch 
eine dieser vier Geraden und einen der beiden Punkte (n) legt, 
gehört ganz der Fläche (6) an. Legt man nämlich durch eine 
dieser Geraden und einen Punkt (n), für den die Gerade der 
Polarschnittebene angehört, eine zweidimensionale Fbene, so hat 
jeder Punkt dieser Ebene die Koordinaten: 
= am + 203 
= un + vn (= — m) 

& = um — vn (0x + m) 
& = Mm m + 20nsN6 
5 =umHt om (9 — n) 
SZ uNn 0m (Ar -+ N) 
wo u, v, oe ganz beliebige Werte haben, x = 2, 3, A = 5, 6 ist. 
Dann ist: 
2 u — 2, ulm? + 202 13 — 14? — 205 26). 
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Die rechte Seite der Gleichung verschwindet stets für u = 0, 
Dann liegt (£)' aber auf der Geraden. Verschwindet aber der 
Koeffizient von u?, so verschwindet die linke Seite der Gleichung, 
welche Werte u, », o auch haben mögen. Legt man daher durch 
eine Gerade, die dem Schnittgebilde der beiden Kegel angehört, 
die Tangentialebene an jeden Kegel, so schneiden sich die beiden 
E, in einer E,. Jede zweidimensionale Ebene, die in dieser E, 
durch die Gerade geht, gehört der Fläche (6) ganz an, oder sie 
hat mit ihr nur die Gerade gemeinsam. 

3. Im allgemeinen hat die charakteristische Gleichung (9) 
vier nicht verschwindende Wurzeln. Liegt aber (n) auf einem 
der Kegel, so hat die Gleichung (9) nur zwei nicht verschwindende 
Wurzeln, und (7) gehört nur zwei zweigliedrigen Gruppen mit 
nicht vertauschbaren Elementen an. Gehört (rn) dem Kegel (2) 
an, so schneidet die Polarebene zu (n) in Bezug auf den Kegel (3) 
die singuläre Ebene des Kegels (2) in einer Geraden. Die Schnitt- 
punkte dieser Geraden mit dem Kegelschnitte (5) sind die Haupt- 
transformationen der beiden zweigliedrigen Untergruppen. 

4. Die charakteristische Gleichung kann endlich lauter ver- 
schwindende Wurzeln haben, dann nämlich, wenn (7) auf dem 
Schnittgebilde der beiden Kegel (2) und (3) liegt. In diesem 
Falle. ist (7) selbst Haupttransformation, wie schon aus dem Ab- 
schnitte 2 hervorgeht. Liegt (n) auf einem der beiden Kegel- 
schnitte in den singulären Ebenen, etwa auf dem Kegelschnitte 
(5), so stellen alle Geraden der vierdimensionalen Ebene: 

nun tm tn nd 
die durch (r7) gehen, zweigliedrige Gruppen dar, die, falls ihre 
Elemente nicht vertauschbar sind, (n) als Haupttransformation 
enthalten. 

Liegt (7) dagegen wohl auf dem Schnittgebilde der beiden 
Kegel, ohne einer singulären Ebene anzugehören, so geht durch 
die vertauschbare Gerade, auf der (n) liegt, eine zweidimensionale 
Ebene, in der sämtliche Geraden zweigliedrige Gruppen dar- 
stellen, in denen ein Punkt der vertauschbaren Geraden, der (») 
angehört, Haupttransformation ist. Hat die charakteristische 
Gleichung für einen Wert von (n) nur verschwindende Wurzeln, 
so kann (i)) keiner zweigliedrigen Gruppe mit nicht vertausch- 
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baren Elementen angehören, ohne Haupttransformation derselben 
zu sein. 

Das Gesamtergebnis der vier Abschnitte dieses $ läßt 
sich kurz dahin zusammenfassen: Die Schnittpunkte der Polar- 
schnittebene eines Punktes mit den Kegelschnitien (4) und (5) 
liefern die Haupttransformationen der zweigliedrigen Gruppen, 
denen der Punkt angehört. Gehört der Punkt der Fläche (6) an, 
so sind auch noch die Punkte zweier Geraden, die die Polar- 
schnittebene des Punktes mit dem Schnittgebilde der beiden Kegel 
gemein hat, Haupttransformationen zweigliedriger Gruppen, denen 
der Punkt angehört. Ist ein Punkt in seiner Polarschnittebene 
enthalten, so ist er Haupttransformation entweder für alle Gera- 
den, die einen Strahlenbüschel in einer zweidimensionalen Ebene 
bilden, oder für alle Geraden eines Strahlenbündels in einer vier- 
dimensionalen Ebene. 

In der sechsgliedrigen halbeinfachen Gruppe gibt es drei 
Scharen von 0 * zweigliedrigen Gruppen mit nicht vertauschbaren 
Elementen. In zwei Scharen sind die Punkte der Kegelschnitte 
(4) und (5) Haupttransformation. In der dritten Schar sind die 
& ® Punkte des Schnittgebildes der beiden Kegel die Haupttrans- 
formationen. 


8A. 
Dreigliedrige Untergruppen. 


Das geometrische Bild einer dreigliedrigen Gruppe ist die 
zweidimensionale Ebene. Jede infinitesimale Transformation einer 
dreigliedrigen Gruppe muß zweigliedrigen Untergruppen angehören. 
Soll daher bestimmt werden, welchen dreigliedrigen Untergruppen 
eine infinitesimale Transformation der sechsgliedrigen halbeinfachen 
Gruppe angehört, so ist zu untersuchen, ob die Zusammensetzung 
von zwei zweigliedrigen Gruppen, denen die infinitesimale Trans- 
formation angehört, eine Gruppe bildet, oder nicht. 

1. Gehört (n) keinem der Kegel (2) und (3) an, so ist (n) 
in fünf zweigliedrigen Gruppen enthalten. Die infinitesimale 
Transformation oder eingliedrige Gruppe, deren Bildpunkt (n) ist, 
möge mit H bezeichnet werden. Die vertauschbare Gerade, der 
(7) angehört, schneidet die Ebene: „= 17 = 176 = 0 in einem 
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Punkte, der die infinitesimale Transformation Y,, und die Ebene: 
MN > 9 > 0 in einem Punkte, der die Transformation 
Z, abbilden möge. Die Polare zu dem Bildpunkte von Y, schnei- 
det den Kegelschnitt (4) in zwei Punkten, die die eingliedrigen Grup- 
pen Y, und Y, darstellen mögen. Ebenso sollen Z, und Z, zwei 
Transformationen bedeuten, deren Bildpunkte den Schnitt der 
Polaren zu dem Bildpunkte von Z, mit dem Kegelschnitte (5) 
angeben. 

a) Die vertauschbare Gerade, die durch (n) geht, bestimmt 
mit jeder der vier durch (»,) gehenden Geraden, die zweigliedrige 
Gruppen darstellen, eine dreigliedrige Gruppe. Lassen wir eine 
dieser dreigliedrigen Gruppen bestimmt sein durch H, Y,, Ys, so ist: 

HY)=0; (HY)=% Y; (Yı Y) = w; Yı. 

Die durch die drei Punkte bestimmte Gruppe enthält Y, 
als erste Hauptuntergruppe; d. h. je zwei Punkte dieser Ebene 
führen kombiniert, falls sie nicht vertauschbar sind, auf Y,. Diese 
dreigliedrige Untergruppe enthält & ! zweigliedrige Untergruppen 
mit vertauschbaren Elementen, dargestellt durch die Strahlen des 
Strahlenbüschels, dessen Mittelpunkt Z, ist. In der Gruppe fin- 
den sich ferner 00 ! zweigliedrige Untergruppen, die Y, als Haupt- 
transformation enthalten. Diese zweigliedrigen Gruppen werden 
abgebildet durch die Strahlen, die durch Y, gehen. 

b) Um zu sehen, ob je zwei zweigliedrige Gruppen, denen 
(n) angehört, und deren Haupttransformationen auf demselben 
Kegelschnitte liegen, eine Gruppe bestimmen, bilden wir die 
Klammerausdrücke zwischen den drei infinitesimalen Transforma- 
tionen H, Y,, Y,. Es ist: 

HY)=%»\Y; (HY)=—0Y; YY)=eY:- 

Da Y, sich nicht linear durch H, Y,, Y, ausdrücken läßt, 
oder geometrisch gesprochen, Y, nicht der durch H, Y,, Y, ge- 
legten Ebene angehört, so bestimmen H, Y,, Y, keine dreigliedrige 
Gruppe. | 
c) Dagegen bilden zwei (n) enthaltende zweigliedrige Grup- 
pen mit nicht vertauschbaren Elementen, deren Haupttransforma- 
tionen auf verschiedenen Kegelschnitten liegen,. eine dreigliedrige 
Gruppe. Die Kombination von H, Y,, Z, liefert: 
no. . HY)=oY; (HZ) =09 2%; (YZ)=0. 
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Wir erhalten eine Gruppe, deren erste Hauptuntergruppe 
zweigliedrig ist und lauter vertauschbare Elemente enthält. Die 
zweidimensionale Ebene, die diese Jreigliedrige Untergruppe dar- 
stellt, gehört je einer Tangentialebene der beiden Kegel an. Sie 
hat mit jeder singulären Ebene einen Punkt des Kegelschnittes 
gemeinsam, eben die Punkte Y, und Z,. Die Tangente in jenem 
Punkte des Kegelschnittes kann sie nicht enthalten, weil wir sonst 
auf den vorher erwähnten Typus der Gruppe kommen müßten. 
Eine andere Gerade der singulären Ebene, die den Punkt des 
Kegelschnittes enthält, kann in ihr deshalb nicht vorkommen, 
weil die Kombination zweier Punkte dieser Geraden auf den Pol 
dieser Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt führt. Jede zwei- 
dimensionale Ebene, die in einer dreidimensionalen Tangential- 
schnittebene enthalten ist und mit den beiden Kegeln außer einer 
Geraden, die dem Schnittgebilde der beiden Kegel angehört, kei- 
nen Punkt gemeinsam hat, stellt eine dreigliedrige Gruppe dar, 
die nach dem zuletzt behandelten Typus gebaut ist. In einer 
solchen Ebene sind entweder zwei Strahlenbüschel enthalten, 
deren Strahlen zweigliedrige Gruppen darstellen, oder alle Gera- 
den der Ebene bilden zweigliedrige Untergruppen ab. 

Als Resultat dieser Untersuchung ergibt sich, daß jede in- 
finitesimale Transformation, deren geometrisches Bild nicht auf 
einem der Kegel (2) und (3) liegt, in acht dreigliedrigen Gruppen 
enthalten ist. Vier dieser Gruppen sind bestimmt durch die ver- 
tauschbare Gerade, der die infinitesimale Transformation angehört, 
und je eine der Haupttransformationen der vier zweigliedrigen 
Gruppen, in denen die infinitesimale Transformation enthalten ist. 
Diese vier Gruppen haben die Haupttransformation als erste Haupt- 
untergruppe. Vier weitere dreigliedrige Gruppen, denen die infini- 
tesimale Transformation angehört, werden bestimmt durch die infini- 
tesimale Transformation und eine Gerade, die der Polarschnittebene 
des Punktes und dem Schnittgebilde der beiden Kegel angehört. 
Die Gerade bildet die erste Hauptuntergruppe dieser dreigliedrigen 
Gruppen. | 

2. Wenn (n) einem der Kegel, etwa dem Kegel (2) angehört, 
ohne auf der singulären Ebene desselben zu liegen, so ist (n) in 
drei zweigliedrigen Gruppen enthalten, von denen: zwei nicht ver- 
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tauschbare Elemente besitzen. Jede der beiden Geraden, die die 
zuletzt genannten Gruppen abbilden, bestimmt mit der durch (n) 
gehenden vertauschbaren Geraden eine dreigliedrige Gruppe, deren 
Bau im Abschnitte 1 a angegeben ist. Die vertauschbare Gerade, 
der (n) angehört, trifft die ,: 7, =n, =ns = 0 in einem Punkte des 
Kegelschnittes. In diesem Punkte fallen die drei Punkte Y,, Y», Y3 
zusammen. Zieht man in diesem Punkte die Tangente an den 
Kegelschnitt, so bestimmt die vertauschbare Gerade auch mit 
dieser Tangente eine dreigliedrige Gruppe, die den Berührungs- 
punkt der Tangente als erste Hauptuntergruppe enthält. Wei- 
teren dreigliedrigen Gruppen gehört (n) nicht an. Insbesondere 
kann (n) keiner Gruppe angehören, die eine zweigliedrige erste 
Hauptuntergruppe enthält. Zwar hat die Polarschnittebene zu 
(7) mit dem Schnittgebilde der beiden Kegel zwei Gerade ge- 
meinsam. Legt man aber durch (n) und jede dieser Geraden die 
zweidimensionale Ebene, so erhält man das geometrische Bild der 
beiden Gruppen, die zu Anfang dieses Abschnittes angegeben sind. 

3. Wenn die infinitesimale Transformation beiden Kegeln 
(2) und (3) angehört, ohne auf einer singulären Ebene zu liegen, 
so trifft die vertauschbare Gerade, die durch (n) geht, jede der 
singulären Ebenen in einem Punkte des Kegelschnittes. Es fallen 
also Y,, Y,; mit Y, und Z,, Z, mit Z, zusammen. Die Tangenten 
an die beiden Kegelschnitte in den Punkten Y, und Z, bilden 
mit der vertauschbaren Geraden eine dreigliedrige Gruppe. Y, 
und Z, sind die eingliedrigen ersten Hauptuntergruppen_ (lieser 
beiden Gruppen. 

Durch die beiden zweidimensionalen Ebenen, die diese Grup- 
pen abbilden, läßt sich eine dreidimensionale Ebene legen. In 
dieser E, bestimmen die beiden E, einen Ebenenbüschel. Jede 
Ebene dieses Büschels stellt eine dreigliedrige Gruppe dar. Alle 
diese dreigliedrigen Gruppen mit Ausnahme der beiden erwähnten 
Gruppen haben die Axe des Büschels als zweigliedrige erste 
Hauptuntergruppe. (n) ist mithin in 00 ! dreigliedrigen Gruppen 
enthalten, von denen zwei den Bau besitzen, der im Abschnitte 1a 
angegeben ist, während alle anderen nach dem im Abschnitte Ile 
angegebenen Typus gebaut sind. 

x 


[| 
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4. Endlich ist noch zu untersuchen, welchen dreigliedrigen 
Gruppen eine infinitesimale Transformation angehört, die durch 
einen Punkt auf einer singulären Ebene abgebildet wird. Eine 
solche infinitesimale Transformation gehört zunächst der drei- 
gliedrigen einfachen Gruppe an, die durch die singuläre Ebene 
selbst abgebildet wird. Von dem Punkte (n) gehen ferner zwei 
Gerade aus, die Tangenten des Kegelschnittes der singulären 
Ebene sind. Liegt (n) auf dem Kegelschnitt, so fallen die beiden 
Tangenten zusammen. Jede dieser Tangenten bestimmt mit jeder 
der 0 ? vertauschbaren Geraden, die durch (7) gehen, eine drei- 
gliedrige Gruppe, die den Berührungspunkt der Tangente als erste 
Hauptuntergruppe enthält. Legt man endlich durch den Punkt (n) 
und eine Tangente des Kegelschnittes der singulären Ebene, der 
(7) nicht angehört, die zweidimensionale Ebene, so bildet dieselbe 
eine dreigliedrige Gruppe ab, die nach demselben Typus gebaut 
ist. Liegt (n) auf dem Kegelschnitte selbst, so gehört (n) auch 
noch & ? weiteren dreigliedrigen Gruppen an, deren Bau im Ab- 
schnitte 1c angegeben ist. 

5. Bei den Untersuchungen über die dreigliedrigen Gap 
sind uns drei verschiedene Typen entgegengetreten. Die sechs- 
gliedrige halbeinfache Gruppe enthält zwei einfache dreigliedrige 
Gruppen, dargestellt durch die singulären Ebenen. Sie enthält 
ferner dreigliedrige Gruppen mit einer ersten Haupuntergruppe, 
die zweigliedrig ist und lauter vertauschbare Elemente hat. Um 
alle dreigliedrigen Gruppen dieser Art zu erhalten, lege man durch 
jede der ©© ?® Geraden, die den Schnitt der beiden Kegel (2) und 
(3) bilden, die dreidimensionale Tangentialschnittebene. Dann 
lege man durch jede Gerade, die beiden Kegeln angehört, einen 
Ebenenbüschel in der zugehörigen dreidimensionalen Tangential- 
schnittebene. All diese zweidimensionalen Ebenen stellen drei- 
gliedrige Gruppen dar. Falls die Ebenen mit keiner der singu- 
lären Ebenen eine Gerade gemeinsarn haben, bilden sie dreigliedrige 
Gruppen ab mit einer zweigliedrigen ersten Hauptuntergruppe. 
Letztere wird dargestellt durch die Axe des Ebenenbüschels, dem 
die Ebene angehört. Die Anzalıl der dreigliedrigen Gruppen, die 
nach diesem Typus gebaut sind, ist 00 3. 
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Endlich ergeben sich dreigliedrige Untergruppen, die eine 
eingliedrige erste Hauptuntergruppe besitzen. Dieselben werden 
dargestellt durch zweidimensionale Ebenen, die mit einer der sin- 
gulären Ebenen eine Tangente des Kegelschnittes, mit der anderen 
singulären Ebene aber einen Punkt gemeinsam haben. Der Be- 
rührungspunkt der Tangente bildet die erste Hauptuntergruppe ab. 
Die sechsgliedrige halbeinfache Gruppe enthält zwei Scharen von 
0 3 Gruppen, die nach diesem Typus gebaut sind. 


85. 
Viergliedrige Untergruppen. 


Das geometrische Bild der viergliedrigen Gruppen ist die 
dreidimensionale Ebene. Die viergliedrigen Gruppen, die in der 
sechsgliedrigen halbeinfachen Gruppe enthalten sind, ergeben sich 
am einfachsten, wenn wir die Lage der dreidimensionalen Ebenen 
des R, zu den singulären Ebenen betrachten. 

Jede E,, die die eine der singulären Ebenen ganz enthält, stellt 
eine viergliedrige Gruppe dar. Eine solche E, schneidet die andere 
singuläre Ebene in einem Punkte, aber auch nur in einem Punkte. 
Wählen wir als die vier Punkte, die die E, bestimmen, drei Punkte 
der ersten singulären Ebene, die nicht in gerader Linie liegen, und 
den Punkt der zweiten singulären Ebene, so führt der Klammer- 
ausdruck zwischen den drei ersten Punkten stets auf einen Punkt 
der singulären Ebene. Dagegen ist der vierte Punkt mit jedem 
der drei ersten vertauschbar. Die viergliedrige Gruppe enthält 
daher die singuläre Ebene als dreigliedrige erste Hauptuntergruppe. 

Schneidet eine E, beide singulären Ebenen in einer Ge- 
raden, so stellt sie nur dann eine viergliedrige Gruppe dar, wenn 
die beiden Geraden der singulären Ebenen Tangenten der Kegel- 
schnitte (4) und (5) sind. Schnitte nämlich die E, eine der sin- 
gulären Ebenen in einer Geraden, die nicht Tangente wäre, so 
führte die Kombination zweier Punkte dieser Geraden auf einen 
Punkt der singulären Ebene, der der Geraden nicht angehörte. 
Ist aber die E, eine Tangentialschnittebene, so wollen wir sie be- 
stimmt sein lassen durch die vier Punkte Y,, Y., Zu, Z. Dann 
ist offenbar: | | 

(Yı Y) = 9); (42) = 02%; (Yıze) = 0. 
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Die viergliedrige Gruppe hat eine zweigliedrige erste Haupt- 
untergruppe, die lauter vertauschbare Eleinente enthält. Diese 
zweigliedrige Gruppe wird dargestellt durch die Gerade, die die 
Tangentialschnittebene nıit dem Schnittgebilde der beiden Kegel 
gemeinsam hat. Sie ist die Axe eines Ebenenbüschels in der 
Tangentialschnittebene, dessen sämtliche Ebenen dreigliedrige 
Gruppen abbilden. 

Weitere viergliedrige Gruppen sind in der sechsgliedrigen 
halbeinfachen Gruppe nicht enthalten. Eine E, möge die singu- 


läre Ebene: , =, = % >= 0 in einer Tangente des Kegel- 
schnittes schneiden, die die beiden Punkte Y, und Y, enthält, und 
die Ebene: „= = N, = 0 nur in einem Punkte des Kegel- 


schnittes Z,. Dann wähle man in dieser E, einen beliebigen 
Punkt (£). Damit die Kombination von (£) mit Y, auf Y, führt, 
muß (£) in der vierdimensionalen Ebene liegen, die durch die 
Tangente und die singuläre Ebene: „=, = n, = 0 bestimmt 
ist, wie sich in $ 3 ergab. Ziehen wir dann durch (£) die ver- 
tauschbare Gerade, so trifft dieselbe die Tangente in der Ebene: 
=> >09. Teift sie in der Ebene „= nn = = 0 
einen von Z, verschiedenen Punkt, so hat die E, mit dieser sin- 
gulären Ebene eine Gerade gemeinsam. Geht die vertauschbare 
Gerade aber durch Z,, so liegt (£) auf der durch Y,, Y,, Z, ge- 
legten zweidimensionalen Ebene. Folglich stellt diese E, keine 
Gruppe dar. 

Ebensowenig kann eine E,, die jede singuläre Ebene nur in 
einem Punkte, und zwar in einem Punkte des Kegelschnittes trifft, 
eine Gruppe abbilden. Sollen Y,, Z,, (£) und (£) diese E, be- 
stimmen, und ist: 

EY)=rY; EV)=A,; €Z)=uZ; @'Z)=vZ, 
so liegen (£) und (£‘) auf der dreidimensionalen Tangentialebene 
zu der durch Y, und Z, gelegten Geraden. Diese E, hat aber 
mit jeder singulären Ebene eine Gerade gemeinsam. Sollen aber 
die angegebenen Beziehungen nicht bestehen, so ergäben sich bei 
den Klammerausdrücken eben weitere Punkte der singulären 
Ebenen, die der E, nicht angehörten. 

Jeder Punkt (n), der nicht auf einer singulären Ebene liegt, 
gehört zwei viergliedrigen Gruppen an, die nach dem zuerst er- 
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wähnten Typus gebaut sind. Liegt (7) auf keinem der Kegel (2) 
und (3), so gehört (n) vier viergliedrigen Gruppen: der zweiten 
Art an. Wenn der Punkt (n) einem der Kegel angehört, ohne 
auf der singulären Ebene zu liegen, so ist er nur in zwei vier- 
gliedrigen Gruppen der letzten Art enthalten, und er gehört nur 
einer einzigen derartigen viergliedrigen Gruppe an, wenn er auf 
dem Schnittgebilde der beiden Kegel liegt, ohne indessen einer 
singulären Ebene anzugehören. Jeder Punkt der singulären Ebenen 
gehört 00 ? viergliedrigen Gruppen der ersten Art und 0! vier- 
gliedrigen Gruppen der zweiten Art an. 


8 6. 
Fünfgliedrige Untergruppen. 


Fünfgliedrige Gruppen werden abgebildet durch vierdimen- 
sionale Ebenen. Alle vierdimensionalen Ebenen des R, müssen 
beide singulären Ebenen wenigstens in einer Geraden schneiden, 
können aber auch eine singuläre Ebene ganz enthalten. Jede vier- 
dimensionale Ebene, die die eine singuläre Ebene ganz enthält 
und die andere singuläre Ebene in einer Tangente des Kegel- 
schnittes schneidet, die demnach Tangentialebene an einen der 
Kegel (2) oder (3) ist, stellt eine fünfgliedrige Gruppe dar. Man 
bilde nur den Klammerausdruck zwischen den fünf Punkten: 
Yı Y5, Y3, 2; Le. 

YY)= %Y; (YıY) = —- 8 Y; (%Y) = eV; 
z | ZZ) = 02; (YıZ) = 0. 

Die fünfgliedrige Gruppe enthält eine viergliedrige erste 
Hauptuntergruppe, die nach dem Typus der in $ 5 zuerst ange- 
gebenen Art gebaut ist. | 

Diejenigen vierdmensionalen Ebenen aber, die die beiden singu- 
lären Ebenen nur in einer Geraden schneiden, stellen keine 
Gruppe dar. Daß diese Schnittlinien mit den singulären Ebenen 
nur Tangenten der Kegelschnitte sein könnten, wenn sich eine 
Gruppe ergeben sollte, darauf wurde schon im vorigen $ hinge- 
wiesen. Schneidet nun auch eine vierdimensionale Ebene jede 
singuläre Ebene in einer Tangente des Kegelschnittes, so läßt sich 
durch die beiden Tangenten eine E, legen. Die Kombination 
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eines Punktes der E,, der dieser E, nicht angehört, mit den Be- 
rührungspunkten der Tangenten führt auf je einen Punkt der sin- 
gulären Ebenen, der nicht in beiden singulären Ebenen der 
Tangente angehören kann. 

Durch jeden Punkt des R,, der keinen; der Kegel (2) und (3) 
angehört, lassen sich an jeden Kegel zwei Tangentialebenen legen. 
Der Punkt gehört mithin vier fünfgliedrigen Gruppen an. Liegt 
der Punkt auf einem Kegel, ohne der singulären Ebene anzüge- 
hören, so gehört er nur einer Tangentialebene dieses Kegels an 
und ist deshalb nur in drei fünfgliedrigen Gruppen enthalten. Ist 
der Punkt auf dem Schnittgebilde der beiden Kegel, aber nicht 
auf einer singulären Ebene enthalten, so gehört er nur einer 
Tangentialebene in Bezug auf jeden Kegel an. Ein solcher Punkt 
gehört daher nur zwei fünfgliedrigen Gruppen an. Die Punkte 
der singulären Ebenen gehören allen Tangentialebenen des Kegels 
an, der die singuläre Ebene ganz enthält. Außerdem lassen sich 
durch einen Punkt einer singulären Ebene zwei Tangentialebenen 
an den Kegel legen, der die singuläre Ebene in dem Kegelschnitte 
schneidet, sofern der Punkt diesem Kegelschnitte nicht angehört. 
Im letzteren Falle gehört er nur einer Tangentialebene an diesen 
Kegel an. 


87. 
Kombination zweier Punkte, die auf einer fest gewählten 
Geraden liegen. 


Die Kombination zweier fest gewählter Punkte (n) und (£) 
führt auf den Punkt (£), dessen Koordinaten sich aus (7) erge- 
ben. Verbindet man (rn) mit (£) durch eine Gerade, so führt 
auch die Kombination irgend zweier Punkte dieser. Geraden auf 
(£), oder wie wir uns im folgenden kurz ausdrücken wollen, die 
Gerade führt auf (£). Nun. muß (£) sowohl auf der Polarschnitt- 
ebene zu („) als zu (£) liegen. Zu den Gleichungen (8) treten 
hinzu die Gleichungen: | | 

(8a) } hrs rteh—0. 
LE+GE&s +65 —=0. 
‘1. Wenn die Gleichungen (8) und (8a) voneinander. unab- 
hängig sind, haben die Polarschnittebenen (8) und (8a) mit keiner 
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der singulären Ebenen dieselbe Gerade gemeinsam. In diesem 
Falle kann ‚der Schnitt der beiden Polarschnittebenen nur eine 
Gerade und zwar eine vertauschbare Gerade sein, und diese wird 
durch die Gleichungen (8) und (8a) dargestellt. Um diese Gerade 
zu erhalten, ziehe man durch (7) und (£) die vertauschbaren Ge- 
raden. Zu den Schnittpunkten derselben mit: 7, =, = 7, = 0 
ziehe man die Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt (5). Ebenso 
bestimme man zu den Schnittpunkten der vertauschbaren Gera- 
den mit: y=n =: 0 die Polaren in Bezug auf den Kegel- 
schnitt (4). Die Verbindungslinie der Schnittpunkte der Polaren 
in den sihgulären Ebenen ist die verlangte Gerade. 

9, Stellen die Gleichungen (8) und (8a) nicht den Schnitt 
von vier Polarebenen vor, sondern fallen zwei derselben zusam- 
men, bezeichnen etwa: 

m&ıtN& tn 0 und 
L; & +% 0 = 0 
dieselbe Ebene, so ist: 
| n = alı (= 1,2, 3). 

Die durch (n) und (£) gelegte Gerade gehört einer E, an, 
die die singuläre Ebene: 7, =, = 13 = 0 ganz enthält und die 
singuläre Ebene: , =n, =ns = 0 in einem Punkte schneidet. 
In der Einleitung wurde darauf hingewiesen, daß alle Punkte 
einer solchen E, in Bezug auf den Kegel (2) dieselbe Polarebene 
haben. Die: durch (») und (£) gelegte Gerade hat mit: 7, = 7% 
= 130 einen Punkt gemeinsam. Die Gleichungen (7) zeigen, 
daß dann auch: 5 = &, = & 0 ist. Es bleiben aber die bei- 
den  eleblinpen bestehen: | 

mad + Ns 66 + Ne 5 = (0 
hrs thmt). 

Der Punkt (£) liegt in der singulären Ebene: 7, = 7% = 173 =0 
und ist:.der. Pol zu. einer Geraden, deren Punkte. mit je einem 
Punkte der durch (7) ‘und (£) gelegten Geraden vertauschbar sind. 

3. Wären endlich die Gleichungen (8) identisch mit den 
Gleichungen (8a), so lägen (7) und (£) auf einer vertauschbaren 
Geraden. 

Bei der Untersuchung, auf welchen Punkt die Kombination 

zweier Punkte führt, hat man zu unterscheiden, ob die durch 


26 


die beiden Punkte gelegte Gerade, falls sie nicht vertauschbar ist, 
nur eine singuläre Ebene nicht trifft, oder mit beiden singulären 
Ebenen keinen Punkt gemeinsam hat. Im ersteren Falle läßt 
sich der Punkt, auf den die Gerade führt, geometrisch bestimmen. 
Im letzteren Falle können wir nur eine, vertauschbare Gerade 
bestimmen, auf der der Punkt liegen muk. 


88. 
Bestimmung der Geraden, deren Punkte kombiniert auf 
einen fest gewählten Punkt führen. 


Soll die. Kombination zweier Punkte (7) und (£) auf den 
festgewählten Punkt (£) führen, so müssen die Gleichungen (7) 
und die aus ihnen abgeleiteten Gleichungen (8) und (8a) bestehen. 
Aus den letzteren Gleichungen folgt, daß sowohl (n) wie (£) auf 
der Polarschnittebene zu (£) liegen müssen. Liegt eine Gerade 
nicht ganz in der Polarschnittebene zu (£), so kann sie auch nicht 
auf (£) führen. Andererseits führt aber auch nicht die Kombi- 
nation irgend zweier Punkte der Polarschnittebene zu (£) auf (£), 
weil ja die Polarschnittebene zu (£) Polarschnittebene ist für alle 
Punkte, die mit (£) verlauschbar sind. Wie die Darstellung des 
vorigen $ zeigt, haben wir zu unterscheiden, ob (£) keiner singu- 
lären Ebene angehört oder in einer derselben enthalten ist. 

1. Liegt (£) in keiner der singulären Ebenen, so kann auch 
die durch (n) und (£) gelegte Gerade mit keiner singulären Ebene 
einen Punkt gemeinsam haben, weil in den Gleichungen (7) doch 
vorausgesetzt ist, daß m nicht verschwindet. Gibt man nun (n) 
einen Wert, daß die Gleichungen (8) befriedigt werden, d. h. 
wählt man (n) beliebig in der dreidimensionalen Polarschnittebene 
zu (£), so ist die dritte Gleichung in (7) eine Folge der beiden 
ersten, und die sechste Gleichung folgt aus der vierten und 
fünften. Schafft man dann aus den vier übrig bleibenden Glei- 
chungen noch den Parameter » weg, so bleiben nur drei Gleichun- 
gen übrig, die in den Unbekannten £ homogen linear sind. Sind 
die .drei Gleichungen unabhängig, so stellen sie eine zweidimen- 
sionale Ebene dar. Wären aber die drei Gleichungen nicht un- 
abhängig, so könnte (£) ein beliebiger Punkt in einer dreidimen- 
sionalen Ebene sein. Wegen der Gleichungen (8a) könnte diese E, 
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aber nur die Polarschnittebene zu (£) sein. - Nun läßt sich aber 
leicht zeigen, daß die Kombination aller Punkte dieser E, mit (n)' 
auf alle Punkte der durch (£) gehenden vertauschharen Geraden 
führt. Mithin kann (£) nur auf einer zweidimensionalen Ebene 
liegen. Alle Punkte dieser E, führen mit (n) kombiniert auf (2). 
Weil die Polarschnittebene mit jeder singulären Ebene eine Gerade 
gemeinsam hat, so muß die zweidimensionale Ebene, der (£) an- 
gehört, mit jeder singulären Ebene wenigstens einen Punkt ge- 
meinsam haben, oder mit anderen Worten, es muß der E, eine 
vertauschbare Gerade angehören. Diese Gerade kann nur die 
durch (n) gehende vertauschbare Gerade sein. Führt nämlich (n) 
mit (£) kombiniert auf (£), so kann nicht auch (n) mit (£,, 62 &3; 
064, 065, 0%) kombiniert auf (£) führen. In der E, gibt es außer 
(7) keinen Punkt, der mit allen Punkten der E, kombiniert auf (£) 
führt. In der E, gibt es also einen Strahlenbüschel von der 
Eigenschaft, daß die Kombination zweier Punkte eines seiner 
Strahlen auf (£). führt. Wählen wir in derselben E, statt (n) den 
Punkt (m, 78, "35 074, 095, 096), So führt die Kombination dieses 
Punktes mit allen Punkten der E, aut (&, &, &; 0& 0& 0&,)- 
Die & Strahlenbüschel in der E,, deren Mittelpunkte auf der 
durch (n) gelegten vertauschbaren Geraden liegen, führen daher 
auf die oo Punkte der vertauschbaren Geraden, der (£) angehört. 
Legt man andererseits durch die vertauschbare Gerade, auf der (n) 
liegt, einen Ebenenbüschel in der E,, so gibt es in jeder Ebene 
des Büschels einen Strahlenbüschel mit (7) als Mittelpunkt, der 
auf einen Punkt der durch (£) gelegten vertauschbaren Geraden 
führt. Fragen wir endlich, wie groß die Mannigfaltigkeit der 
Geraden ist, deren Punkte kombiniert auf den fest gewählten 
Punkt (£) führen. In jeder E,, die der dreidimensionalen Polar- 
schnittebene angehört, gibt es einen Strahlenbüschel, der in dem 
oben angegebenen Sinne auf (£) führt. Der zweidimensionalen 
Ebenen gibt es aber in der E, ©. Weil aber jeder Strahl, der 
auf (£) führt, gerade unendlich vielen Strahlenbüscheln angehört, 
die auf (£) führen, so gibt es 00 ? Gerade, deren Punkte konı- 
biniert auf (£) führen. Dasselbe Resultat liefert auch folgende 
Überlegung: In der E, gibt es & * Gerade. Diese führen auf 
die ©© Punkte der durch (£) gelegten vertauschbaren Geraden. 
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Mithin, so dürfen wir schließen, sind es 00 ? Gerade, die auf den 
Punkt (£) führen. 

2. Liegt (£) aufeiner singulärenEbene, ist etwa: , =, —=&,==0, 
so zeigen die Gleichungen (7), daß die Kombination zweier Punkte 
nur dann auf (£) führen kann, wenn die Verbindungslinie der 
beiden Punkte die Ebene: 7, = 7% = 73 = 0 schneidet oder 
ihr ganz angehört. Es ist daher keine Beschränkung, wenn 
wir (n) auf der singulären Ebene wählen, aber wegen der Glei- 
chungen (8) auf der Polaren zu (£). Dann können {,;, 5, &, jeden 
beliebigen Wert annehmen. Gibt man £,, &,, &, Werte, die die 
Gleichungen (8a) erfüllen, so werden auch die drei letzten Gleichun- 
gen (7) befriedigt. Es führen daher alle Geraden der Polarebene 
zu (£), die die Polare zu (£) in Bezug auf den Kegelschnitt (5) 
treffen, falls es nicht vertauschbare Gerade sind, auf (£). Diese 
Geraden bilden eine vierfache Mannigfaltigkeit. Es ist noch der 
Einwand zu widerlegen, daß eine Gerade, die: „=, =n, =0 
trifft, dem Schnitte zweier Polarebenen in Bezug auf den Kegel (3) 
angehört und deshalb als Gerade der ersten Polarebene auf den 
Pol dieser Ebene und als Gerade der zweiten Ebene auf einen 
anderen Punkt führen müßte. Nun schneiden sich aber zwei 
Polarebenen in Bezug auf den Kegel (3) in einer E,, der die sin- 
guläre Ebene: „, = 7, = ns > 0 ganz angehört, und die mit: 
mn = = 9% > 0 einen Punkt gemeinsarn hat. Alle Geraden 
dieser E,, die durch den zuletzt genannten Punkt gehen, sind aber 
vertauschbare Geraden. 

Das Gesamtergebnis dieser Untersuchung läßt sich kurz also 
ausdrücken. Bestimmt man zu einem Punkte (£) die Polarschnitt- 
ebene, so läßt sich jeder Punkt derselben als Mittelpunkt eines 
Strahlenbüschels wählen, dessen Strahlen auf den Punkt (&) 
führen. | | 

Liegt ein Punkt (£) auf einer singulären Ebene, so ist jeder 
Punkt seiner Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt in der singu- 
lären Ebene Mittelpunkt eines vierdimensionalen Strahlenbündels, 
dessen Strahlen auf (2) führen. 
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89. 
Darstellung der Gruppe in zwei und drei Variabeln. 


Die projektiven Transformationen des Raumes, bei denen 
eine fest gewählte Kurve oder Fläche invariant bleibt, bilden eine 
projektive Gruppe, die durch die Kurve oder Fläche vollständig 
definiert ist. Eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung gestattet 
gerade sechs voneinander unabhängige Transformationen, die eine 
sechsgliedrige projektive Gruppe erzeugen. Die Gleichung der 
Fläche dürfen wir, wenn wir von allen metrischen Eigenschaften 
absehen und nur die projektiven berücksichtigen, in der Form 
voraussetzen: 

x’ tr’ ut. 

Dann lautet die allgemeinste Gruppe, bei der die Fläche in- 

variant bleibt: 


of of of Sf 
Y, —_— X5 ax Dee x Fr 35 Y = X ax, Zr) Xg x, 
of ze; of of 
a a er 
of of of af 
Y, — x x, — X x, Ye = Xg ax, Cree Xa ax," 


Da die Größen x, .. x, Verhältnisgrößen sind, so ist diese 
Gruppe nur scheinbar in vier Variabeln dargestellt. Setzt man: 
X, Xy 


o E 2 X _ 
so treten zwar die drei Variabeln deutlicher hervor, aber es ver- 
g 
schwindet auch die Symmetrie der Form, weil = zu ersetzen ist 
j 4 
durch: 
of of of 
6:01 ei er 2 
Projiziert man die Fläche vom Punkte (0, 0, i) aus auf die 
Tangentialebene: © = — i vermittelst der Formeln: 
RER: > PH ne EEE TININR.  SERR 
were: 
so stellt sich die Gruppe in zwei Variabeln in folgender Form 
. 


x == 


dar, wenn man noch mit Lie —= q setzt: 
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P: 9, pxX qJ, 9&X — PY; 
x (px + qy) 4 y (qX - py), 
x(ax—py) —-y(px+ay) 
Ändert man die Variabeln x und y in der Weise, daß man: 
| x u+v,y=u-+v 
setzt, so erhält man die Darstellung: 
| p, pu, pu?, q, qv, qv?, 
of | of 
a IT 
Einfache lineare Umgestaltungen der Transformationen in 
jeder der angegebenen Formen zeigen, daß die Transformationen 
wirklich die in dieser AbhandInng untersuchte halbeinfache sechs- 
gliedrige Gruppe bestimmen. | 

Zu der zuletzt angegebenen Darstellung der Gruppe gelangt 
Lie im dritten Bande der Theorie der Transformationsgruppen 
pag. 198. ff., indem er von der Fläche: z — xy = 0 ausgeht. Zu- 
gleich gibt Lie an dieser Stelle sämtliche Untergruppen der 
Gruppe an. Da vorliegende Abhandlung sich nur mit dem Baue 
der Gruppe befaßt, so konnten manche Untergruppen unter einem 
Typus zusammengefaßt werden, für die Lie infolge seines Ein- 
teilungsprinzipes verschiedene '[ypen angibt. 

Zum Schlusse möge noch die allgemeinste Gruppe angegeben 
werden, die die Ebene so transformiert, daß jeder Kegelschnitt, 
dem zwei feste Punkte angehören, in einen anderen durch die- 
selben beiden Punkte gehenden Kegelschnitt umgewandelt wird. 
Man wähle eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung, die durch 
die beiden festen Punkte geht, ohne daß die Verbindungslinie der 
beiden Punkte Tangente der Fläche ist, und bestimme eine Tan- 
gentialebene der Fläche, die mit der Ebene nicht zusammenfällt, 
aber durch die beiden festen Punkle geht. Die von diesen beiden 
Punkten zu dem Berührungspunkte gehenden Geraden gehören 
der Fläche ganz an oder bilden das Geradenpaar, das die Tan- 
gentialebene mit der Fläche gemein hat. Den Berührungspunkt 
der Tangentialebene mache man zum Mittelpunkte eines Strahlen- 
bündels und ordne jedem Punkte der Ebene den Punkt der 
Fläche zu, der mit ihm auf demselhen Strahle des Bündels liegt. 
Dann wird jeder Kegelschnitt der Ebene, der durch die zwei 


wop= ist. 
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festen Punkte geht, durch einen Kegelschnitt der Fläche abge- 
bildet. Legt man nämlich vom Mittelpunkte des Strahlenbündels 
aus einen Kegel durch den Kegelschnitt, so hat der Kegel mit 
der Fläche eine Raumkurve vierter Ordnung gemeinsam. Da 
diese Raumkurve ein Geradenpaar enthält, so wird sie gebildet 
von diesem Geradenpaare und einem Kegelschnitte. Transformiert 
man nun die Ebene so, daß jeder Kegelschnitt, der die zwei festen 
Punkte enthält, in einen Kegelschnitt übergeht, dem die beiden 
Punkte auch angehören, so geht auf der Fläche ein Kegelschnitt 
in einen anderen Kegelschnitt der Fläche über. Da zudem die 
Fläche nur in sich bewegt wird, so kann die Gruppe nur aus 
projektiven Transformationen bestehen und muß, wie zu Anfang 
dieses $ erwähnt wurde, sechsgliedrig sein. Diese einfachen Über- 
legungen zeigen also, daß die halbeinfache sechsgliedrige Gruppe 
die allgemeinste Gruppe ist, die auf die Ebene angewandt zwei 
Punkte in Ruhe läßt und alle durch diese beiden Punkte gehen- 
den Kegelschnitte in sich transformiert. 

Fassen wir in der von Lie gegebenen Darstellung der Gruppe: 

P» PX, PX”, q, qy, qy? 

x und y als rechtwinkelige kartesische Koordinaten auf, so läßt 
jede Transformation der Gruppe die beiden unendlich fernen 
Punkte der Koordinatenaxen in Ruhe. Durch die Transformationen 
der Gruppe werden daher die Hyperbeln, deren Asymptoten den 
Koordinatenaxen parallel sind, in sich umgewandelt. 

Transformiert man aber die Koordinaten der Ebene so um, 
daß die Gruppe die beiden unendlich fernen Kreispunkte in Ruhe 
läßt, so ergibt sich sofort, daß diese Gruppe die allgemeinste 
Gruppe ist, die jeden Kreis wieder in einen Kreis umwandelt. 
Denn jeder Kreis geht durch die imaginären Kreispunkte, und 
jeder Kegelschnitt, der dieselben enthält, ist ein Kreis. Diese 
Eigenschaft der Gruppe, Kreise in Kreise überzuführen, hat Lie 
schon im XVI. Bande der Mathematischen Annalen erwähnt, in- 
dem er von der Gruppe behauptete, ihr einfachstes geometrisches 
Bild sei der Inbegriff aller Punkttransformationen, die alle Kreise 
in Kreise umwandeln. 
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summe im ebenen Dreiecke ist gleich 2 R.* 
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katholischen Progymnasium zu Dorsten beschäftigt. 

Vorlesungen hörte ich bei folgenden Professoren: 

a) von der theologischen Fakultät: Bautz, Bludau, Gort- 
ner, Dörholt, Engelkemper, Fell, Funcke (f), Hartmann, 
Hitze, Mausbach, Pieper, Pohle, Schroeder (f), Sdralek; 

b) von der philosophischen Fakultät: Hagemann, Hase, 
Heydweiller, Kappes, Ketteler (F), Killing. von Lilien- 
thal, Plaßmann, Salkowski. 

Allen meinen Lehrern, insbesondere aber dem Geheimen 
Regierungsrate Herrn Professor Dr. Killing, der mir stets in 
weitgehendster Weise seinen kundigen Rat erteilt hat, spreche ich 
meinen aufrichtigsten Dank aus. 
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